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Òîïîëîãèÿ ãðàôîâ
Â.ÁÎËÒßÍÑÊÈÉ

×àñòü I. Òîïîëîãèÿ ãðàôîâ

Èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Àíäðå Âåéëü
ñêàçàë êàê-òî, ÷òî çà äóøó êàæäîãî ìàòåìàòèêà áîðþò-
ñÿ «äüÿâîë àáñòðàêòíîé àëãåáðû è àíãåë òîïîëîãèè». Â
ýòîé ñòàòüå, ïîñâÿùåííîé ãðàôàì, ìû áóäåì ïðèñëó-
øèâàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ê ãîëîñó àíãåëà òîïîëîãèè,
õîòÿ ëåãêèé íà ïîìèíå äüÿâîë òîæå ñêàæåò ñâîå âåñêîå
ñëîâî.

Ãðàô (êîíå÷íûé) – ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (âåðøèí
ãðàôà), ñîåäèíåííûõ – íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-

ñòâå – êîíå÷íûì ÷èñëîì äóã
(ðåáåð ãðàôà), ïðè÷åì äóãè
ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â âåð-
øèíàõ (ðèñ.1). Â áîëüøåé
÷àñòè ñòàòüè äëÿ íàñ áóäåò
âàæíî, ÷òî ãðàô – ýòî íåêî-
òîðàÿ ôèãóðà (ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê äóã); âûäåëåí-

íûå òî÷êè ýòîé ôèãóðû – âåðøèíû – ìû áóäåì ÷àñòî
èãíîðèðîâàòü.

Êàêèå ãðàôû îäèíàêîâû?

Àíãåë òîïîëîãèè ñ÷èòàåò îäèíàêîâûìè ãîìåîìîðô-
íûå ãðàôû – òàêèå ãðàôû 1G  è 2G , äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå (áåç ðàçðûâîâ) è îáðàòèìîå
(áåç ñêëåèâàíèé) îòîáðàæåíèå h: 1 2G GÆ  ìíîæåñòâà

1G  íà âñå ìíîæåñòâî 2G  (òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâà-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì 1). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî äâà ãðàôà ãîìåîìîðôíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè, êàê
óãîäíî èçãèáàÿ è ðàñòÿãèâàÿ ðåáðà, íî íå äîïóñêàÿ

ðàçðûâîâ è ñêëåèâàíèé, ìîæíî îäèí èç íèõ íàëîæèòü
íà äðóãîé.

Íà ðèñóíêå 2,à ïîêàçàíî, êàê ìîæíî îêðóæíîñòü
ïðåâðàòèòü â âîñüìåðêó; îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî

îêðóæíîñòü è âîñüìåðêà ãîìåîìîðôíû (âåäü ïðè ýòîì
ïðåâðàùåíèè ïðîèçîøëî ñêëåèâàíèå äâóõ òî÷åê). Îê-
ðóæíîñòü ìîæíî ïðåâðàòèòü è â ïîëóèíòåðâàë, íî äëÿ
ýòîãî åå íóæíî ðàçîðâàòü è ëèøü ïîòîì ðàñïðÿìèòü.
Ïîñêîëüêó ðàçðûâû íå ðàçðåøåíû, òàêîå ïðåâðàùåíèå
íå áóäåò ãîìåîìîðôèçìîì; ê òîìó æå, ïîëóèíòåðâàë íå
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì. À âîò êîíòóð òðåóãîëüíèêà è êîíòóð
êâàäðàòà ãîìåîìîðôíû, è îáà îíè ãîìåîìîðôíû îê-
ðóæíîñòè, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2,á.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñåãäà óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ãîìåî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå h: 1 2G GÆ  èçãèáàíèåì, ðàñòÿ-
æåíèåì è ñæàòèåì ãðàôîâ â
ñàìîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, ïàðà
çàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé
(ðèñ.3) ãîìåîìîðôíà ïàðå íå-
çàöåïëåííûõ, õîòÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ðàñöåïèòü èõ, íå ðàçðû-
âàÿ, íåâîçìîæíî.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ñ
òðåóãîëüíèêîì è êâàäðàòîì,
ïðè ãîìåîìîðôèçìå âåðøèíà
íå îáÿçàíà ïåðåéòè â âåðøèíó. Ê ýòîìó ìû åùå
âåðíåìñÿ.

Ïðèìåð 1. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü áóêâû ðóññêîãî àë-
ôàâèòà â âèäå ëèíèé. Áóêâû  Ã, Ë, Ì, Ï, Ñ ãîìåîìîð-
ôíû ìåæäó ñîáîé. Áóêâû Å, Ó, Ò, ×, Ø, Ö, Ý òàêæå
ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, íî íå ãîìåîìîðôíû óêà-
çàííûì ðàíåå áóêâàì. Áóêâà Î íå ãîìåîìîðôíà íèêà-
êîé äðóãîé áóêâå ðóññêîãî àëôàâèòà.

Ïîó÷èòåëüíî ñðàâíèòü ïîíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà è
ïîíÿòèå êîíãðóýíòíîñòè ôèãóð. Â ãåîìåòðèè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, ò.å. îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþ-
ùèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Äâå ôèãóðû, êîòîðûå
ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â äðóãóþ («ñîâìåùàþòñÿ») ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåìåùåíèÿ, íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè è ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îäèíàêîâûå (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ). Â òîïîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

25 àïðåëÿ 2005 ãîäà èñïîëíèëîñü 80 ëåò çàìå÷à-
òåëüíîìó ìàòåìàòèêó, èçâåñòíîìó ïåäàãîãó è ïîïóëÿ-
ðèçàòîðó íàóêè, ÷ëåíó Ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè è
Ðåäàêöèîííîãî ñîâåòà æóðíàëà «Êâàíò» Âëàäèìèðó
Ãðèãîðüåâè÷ó Áîëòÿíñêîìó. Çà òðèäöàòü ïÿòü ëåò ñóùå-
ñòâîâàíèÿ «Êâàíòà» îí íàïèñàë ìíîæåñòâî ïðåâîñ-
õîäíûõ ñòàòåé ïî ñàìûì ðàçíûì âîïðîñàì ìàòåìàòè-
êè, âõîäÿùèõ, áåçóñëîâíî, â çîëîòîé ôîíä ïîïóëÿðíîé
ëèòåðàòóðû. Ìû ðàäû ïîçäðàâèòü Âëàäèìèðà Ãðèãîðü-
åâè÷à ñ þáèëååì è ïîæåëàòü åìó âñåâîçìîæíûõ
óñïåõîâ íà íèâå ïðîñâåùåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ âàøåìó âíèìàíèþ ñòàòüÿ áûëà îïóá-
ëèêîâàíà â «Êâàíòå» ¹6 è 7 çà 1981 ãîä.

1 Ïðè îïðåäåëåíèè ãîìåîìîðôèçìà ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð

òðåáóåòñÿ åùå íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ 1
h

-

(äëÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ îíà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî
íàì øåïíóë íà óõî áåç äîêàçàòåëüñòâà àíãåë òîïîëîãèè).
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áîëåå îáùèå, ÷åì ïåðåìåùåíèÿ, à èìåííî ãîìåîìîðô-
íûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ðàññòî-
ÿíèé, à ñîõðàíÿþò ëèøü íåïðåðûâíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê â ôèãóðàõ (íå äîïóñêàþò ðàçðûâîâ è ñêëåèâà-
íèé). Ïîýòîìó äâå ãîìåîìîðôíûå ìåæäó ñîáîé ôèãóðû
ðàññìàòðèâàþòñÿ (ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) êàê
îäèíàêîâûå.

Ïðîñòåéøèå èíâàðèàíòû

Ñâîéñòâà ôèãóð, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå
îò ôèãóðû ê ãîìåîìîðôíîé åé ôèãóðå, íàçûâàþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôèãóð, èëè òîïîëîãè-
÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà invariant
– íåèçìåííûé). Èçó÷åíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ôèãóð è çàíèìàåòñÿ òîïîëîãèÿ.

×àùå âñåãî ïðèìåíÿþò òàêèå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðè-
àíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè (èëè äðóãèìè àëãåá-
ðàè÷åñêèìè îáúåêòàìè), òàê êàê ñ òàêèìè èíâàðèàíòà-
ìè óäîáíî îáðàùàòüñÿ. Èñïîëüçóþòñÿ îíè â îñíîâíîì
äëÿ ðåøåíèÿ íà ïåðâûé âçãëÿä áåçíàäåæíîé çàäà÷è:
äîêàçàòü, ÷òî äâå ôèãóðû À è Â íå ãîìåîìîðôíû.

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçûâàÿ, ÷òî íå÷òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü (ó íàñ – ãîìåîìîðôèçì h: A BÆ ), äîñòàòî÷íî
ïðèäóìàòü îäèí âàðèàíò ýòîãî ïîñòðîåíèÿ. À êàê
äîêàçàòü, ÷òî íå÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü? Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïåðåáðàòü âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèé (ó
íàñ – îòîáðàæåíèé h: A BÆ ) è ïðîâåðèòü, ÷òî íè
îäèí âàðèàíò íå ãîäèòñÿ (íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì). Íî îáû÷íî îòîáðàæåíèé h: A BÆ  áåñêîíå÷íî
ìíîãî, âñåõ íå ïðîâåðèøü. Êàê áûòü?

Çäåñü è ïîìîãàþò ÷èñëîâûå èíâàðèàíòû. Ïóñòü êàæ-
äîé ôèãóðå À ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðèïèñûâàåòñÿ
÷èñëî ( )q A , ïðè÷åì ãîìåîìîðôíûì ôèãóðàì ïðèïè-
ñûâàåòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî. Ïóñòü ôèãóðû À è Â
òàêîâû, ÷òî ( ) ( )q A q Bπ . Òîãäà îíè íå ìîãóò áûòü
ãîìåîìîðôíûìè – íåëüçÿ ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì h:
A BÆ !
Óäèâèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñêðûâàåò

åãî ãëóáèíó è âàæíîñòü. Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
íàñ îáìàíóëè, ñïðÿòàâ íåèçâåñòíî êóäà òðóäíîñòü
çàäà÷è. Ýòî íå óäèâèòåëüíî: ïîÿâèëèñü èíâàðèàíòû –
÷èñëà, çà êîòîðûìè ñêðûâàåòñÿ äüÿâîë àáñòðàêòíîé
àëãåáðû, áîëüøîé õèòðåö è ìèñòèôèêàòîð.

Ïðèìåð 2. Áóêâà Û ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèãóðó,
ñîñòîÿùóþ èç äâóõ íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé.
Áîëüøèíñòâî îñòàëüíûõ áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà ñî-
ñòîèò èç îäíîãî ñâÿçíîãî êóñêà (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿ-
þò áóêâû É, ̈ ). ×èñëî ñâÿçíûõ «êóñêîâ», èç êîòîðûõ
ñîñòîèò ôèãóðà (ãîâîðÿò òàêæå: ÷èñëî êîìïîíåíò ôè-
ãóðû), ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ïîýòî-
ìó áóêâà Û íå ãîìåîìîðôíà, íàïðèìåð, áóêâå Î, áóêâå
Ï, áóêâå Ö è ò.ä.

Ïðèìåð 3. Íà âîñüìåðêå (ðèñ.4,à) èìååòñÿ òàêàÿ
òî÷êà õ, ÷òî ïîñëå åå óäàëåíèÿ (ðèñ.4,á) ìû ïîëó÷àåì
íåñâÿçíóþ ôèãóðó (ñîäåðæàùóþ áîëüøå îäíîé êîìïî-

íåíòû). Òî÷êó, îáëàäàþùóþ ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâà-
þò ðàçáèâàþùåé òî÷êîé ôèãóðû. Íèêàêàÿ îòëè÷íàÿ îò
õ òî÷êà âîñüìåðêè íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèâàþùåé (ðèñ.4,â).

Åñëè òî÷êà õ ôèãóðû À ÿâëÿåòñÿ ðàçáèâàþùåé, îíà
îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè ëþáîì ãîìåîìîðôèçìå ôèãóðû À;
àíàëîãè÷íî – äëÿ íåðàçáèâàþùåé òî÷êè. Ïîýòîìó
÷èñëî ðàçáèâàþùèõ òî÷åê äàííîé ôèãóðû åñòü åå
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, ÷èñëî íåðàçáèâàþùèõ òî-
÷åê – òàêæå òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

Çàäà÷è

1. Äëÿ êàæäîé èç áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà óêàæèòå,
ñêîëüêî ðàçáèâàþùèõ è íåðàçáèâàþùèõ òî÷åê îíà ñîäåðæèò.
Äîêàæèòå, ÷òî áóêâû Î, Ã, Ò, Ü ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò
ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî n ðàçáèâàþùèõ òî÷åê, à òàêæå
ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî n íåðàçáèâàþùèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü À – ãðàô è õ – åãî âåðøèíà. ×èñëî
ðåáåð ãðàôà À, ñõîäÿùèõñÿ â õ, íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
âåðøèíû õ â ãðàôå À (ïðè
ýòîì ïåòëÿ – ðåáðî ñ íà÷à-
ëîì è êîíöîì â îäíîé è òîé
æå âåðøèíå õ – ñ÷èòàåòñÿ çà
äâà ðåáðà, èáî îíà âõîäèò â
õ äâóìÿ ñâîèìè êîíöàìè).
Íà ðèñóíêå 5 âåðøèíû à, b,
ñ, d èìåþò èíäåêñû 1, 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî
âåðøèí èíäåêñà 2n π , ñîäåðæàùèõñÿ â ãðàôå, –
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò. Ïî÷åìó ïðèõîäèòñÿ èñ-
êëþ÷àòü âåðøèíû èíäåêñà 2?

Çàäà÷è

3. Äîêàæèòå, ÷òî áóêâû Þ è Ô íå ãîìåîìîðôíû. Óêàçà-
íèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí èíäåêñà k
( 2k π ) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

4. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ôèãóðà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà äóã, ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè.

5. Ïóñòü G – ãðàô. ×åðåç ( )ka G  îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí
ýòîãî ãðàôà, èìåþùèõ èíäåêñ k. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðåáåð
ãðàôà G ðàâíî

( ) ( ) ( )( )1 2 3

1
2 3

2
a G a G a G+ + +… .

6. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí, èìåþùèõ
íå÷åòíûé èíäåêñ, ÷åòíî.

Ê¸íèãñáåðãñêèå ìîñòû

Ãðàô íàçûâàåòñÿ óíèêóðñàëüíûì (èëè ýéëåðîâûì),
åñëè åãî ìîæíî «íàðèñîâàòü îäíèì ðîñ÷åðêîì», ò.å.
îáîéòè åãî âåñü íåïðåðûâíûì äâèæåíèåì, íå ïðîõîäÿ
îäíî è òî æå ðåáðî äâàæäû. Ñâîéñòâî ãðàôà áûòü
óíèêóðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, òîïîëîãè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì. Îäíàêî ýòîò òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò
íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, à âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîíÿòèå èíäåê-
ñà âåðøèíû (ñì. äàëåå çàäà÷ó 9).

Çàäà÷è

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èìååò
èíäåêñ, íå ìåíüøèé äâóõ, òî èç ðåáåð ýòîãî ãðàôà ìîæíî
ñîñòàâèòü ëèíèþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà èìåþò
÷åòíûé èíäåêñ, òî ýòîò ãðàô ìîæíî «íàðèñîâàòü îäíèìÐèñ. 4
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ðîñ÷åðêîì», íà÷àâ äâèæåíèå èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû è
âîçâðàòÿñü â òó æå âåðøèíó.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô òîãäà è òîëüêî òîãäà
óíèêóðñàëåí, êîãäà îí ñîäåðæèò íå áîëüøå äâóõ âåðøèí
íå÷åòíîãî èíäåêñà.

Ñ óíèêóðñàëüíûìè ãðàôàìè ñâÿçàíà çàäà÷à î ê¸íèã-
ñáåðãñêèõ ìîñòàõ, ðàññìîòðåííàÿ åùå Ýéëåðîì. Â òî
âðåìÿ â Ê¸íèãñáåðãå áûëî ñåìü ìîñòîâ ÷åðåç ðåêó
Ïðåãåëü (ðèñ.6,à). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñ-
íèòü, ìîæíî ëè, ïðîãóëèâàÿñü ïî ãîðîäó, ïðîéòè ÷åðåç

êàæäûé ìîñò òî÷íî ïî îäíîìó ðàçó. Ñîïîñòàâèì ñ
ïëàíîì ãîðîäà íåêîòîðûé ãðàô: âåðøèíà Ë îáîçíà÷àåò
ëåâûé áåðåã, Ï – ïðàâûé áåðåã, À è Á – îñòðîâà, à ðåáðà
ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ìîñòàì (ðèñ.6,á). Â ýòîì ãðàôå
âñå ÷åòûðå âåðøèíû èìåþò íå÷åòíûé èíäåêñ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðàô íå óíèêóðñàëåí, è ïîòîìó òðåáóåìîãî
ìàðøðóòà íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷è

10. Äîêàæèòå, ÷òî, äîáàâèâ åùå îäèí ìîñò (ãäå óãîäíî íà
ïëàíå ðèñóíêà 6,à), ìû ïîëó÷èì ñõåìó ãîðîäà, ïî êîòîðîìó
ìîæíî ïðîéòè ÷åðåç êàæäûé ìîñò ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

11. Ïîëíûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô áåç ïåòåëü, ó êîòîðî-
ãî ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ðåáðîì. Â
êàêîì ñëó÷àå ïîëíûé ãðàô óíèêóðñàëåí?

Êàê ïîñòðîèòü ñâÿçíûé ãðàô

Âñÿêèé ãðàô ìîæíî «ïîñòðîèòü», äîáàâëÿÿ îäíî
ðåáðî çà äðóãèì (ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì íóæíî áóäåò
îòìå÷àòü è âåðøèíû ãðàôà). Íóìåðàöèÿ ðåáåð ãðàôà

íà ðèñóíêå 7 âûáðàíà òàê, ÷òî
ïðè âû÷åð÷èâàíèè ãðàôà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íóìåðàöè-
åé âñå âðåìÿ ïîëó÷àþòñÿ ñâÿç-
íûå ãðàôû. Åñëè áû, îäíàêî,
ìû çàíóìåðîâàëè ðåáðà â îá-
ðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïðè âû-
÷åð÷èâàíèè ó íàñ ñíà÷àëà ïî-
ëó÷àëñÿ áû íåñâÿçíûé ãðàô.
Îêàçûâàåòñÿ, âî âñÿêîì ñâÿç-
íîì ãðàôå ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ íóìåðàöèÿ ðåáåð, ÷òî ïðè

âû÷åð÷èâàíèè ãðàôà â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íóìåðà-
öèåé âñå âðåìÿ ïîëó÷àþòñÿ ñâÿçíûå ãðàôû. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæíî íàçâàòü «òåîðåìîé î âû÷åð÷èâàíèè
ñâÿçíûõ ãðàôîâ».

Çàäà÷è

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ìîæíî «íàðèñî-
âàòü îäíèì ðîñ÷åðêîì», åñëè ðàçðåøèòü ïðîõîäèòü êàæäîå
ðåáðî ðîâíî äâà ðàçà.

13. Âûâåäèòå èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è òåîðåìó
î âû÷åð÷èâàíèè ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà G
ìîæíî ñîåäèíèòü â G ïðîñòîé öåïî÷êîé ðåáåð – òàêîé
öåïî÷êîé, ÷òî îáúåäèíåíèå ðåáåð ýòîé öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíèþ, ãîìåîìîðôíóþ îòðåçêó.

Ñêîëüêî äåðåâüåâ â ëåñó?

Êîíòóðîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïî÷êà
ðåáåð, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè-
íèþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè (ðèñ.8). Ñâÿçíûé
ãðàô, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîãî êîíòóðà, íàçûâàåòñÿ

äåðåâîì (ðèñ.9). Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì äåðåâå ÷èñëî
âåðøèí B è ÷èñëî ðåáåð Ð ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Â – Ð = 1.                         (1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
ðåáåð Ð. Ïðè Ð = 1 (äåðåâî ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî
ðåáðà è èìååò äâå âåðøèíû) ñîîòíîøåíèå (1) ñïðàâåä-
ëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåðåâà, èìåþùåãî
n ðåáåð, ñîîòíîøåíèå (1) óæå äîêàçàíî, è ïóñòü G –
äåðåâî, èìåþùåå n + 1 ðåáðî. Òàê êàê ãðàô G –
ñâÿçíûé, åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî
ãðàôà G¢  äîáàâëåíèåì îäíîãî ðåáðà r. Ãðàô G¢

ñîäåðæèò n ðåáåð è òîæå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (ïî÷åìó?).
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ
ãðàôà G¢  ñïðàâåäëèâî, è ïîòîìó â íåì èìååòñÿ n + 1
âåðøèíà. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òîëüêî îäèí êîíåö
äîáàâëÿåìîãî ðåáðà r ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé ãðàôà G¢  (èíà÷å, â
ñèëó çàäà÷è 14, ïðè äîáàâëåíèè
ðåáðà r â ãðàôå G ïîÿâèëñÿ áû
êîíòóð – ñì. ðèñ. 10). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà r
â ãðàôå G ïîÿâëÿåòñÿ îäíî íî-
âîå ðåáðî è îäíà íîâàÿ âåðøè-
íà. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ãðàôå G
èìååòñÿ n + 2 âåðøèíû è n + 1
ðåáðî, è ïîòîìó ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî.
Ïðîâåäåííàÿ èíäóêöèÿ äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (1) äëÿ
ëþáîãî äåðåâà.

Ðàçíîñòü Â – Ð íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ( )Gχ . Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàê-
òåðèñòèêà ëþáîãî äåðåâà ðàâíà 1.

Çàäà÷è

15. Ãðàô, íå ñîäåðæàùèé êîíòóðîâ, íàçûâàåòñÿ ëåñîì.
ßñíî, ÷òî åñëè ãðàô G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåñ, òî êàæäàÿ åãî

Ðèñ. 6
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êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G – ëåñ,
òî ÷èñëî äåðåâüåâ, êîòîðûå «ðàñòóò» â ëåñó (ò.å. ÷èñëî
êîìïîíåíò ãðàôà G), ðàâíî ( )Gχ .

16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî
êàæäûå äâå åãî âåðøèíû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû òîëüêî îäíîé
ïðîñòîé öåïî÷êîé. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Ìàêñèìàëüíîå äåðåâî è ñèñòåìû òîêîâ

Ïóñòü òåïåðü G – ñâÿçíûé ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ
äåðåâîì. Òîãäà â G èìååòñÿ êîíòóð; ïóñòü 1r  – êàêîå-
ëèáî ðåáðî, âõîäÿùåå â ýòîò êîíòóð (ðèñ.11,à). Óäàëèâ
èç G ðåáðî 1r , ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô G ¢  (ïîñêîëü-
êó êîíöû âûáðîøåííîãî ðåáðà ñîåäèíåíû â G ¢  ïðî-
ñòîé öåïî÷êîé – îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ êîíòóðà), ïðè÷åì
âåðøèíû ó ãðàôà G ¢  – òå æå, ÷òî è ó G. Åñëè G ¢  åùå

íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ò.å. â G ¢  òàêæå èìååòñÿ êîíòóð
(ðèñ.11,á), òî ìû ìîæåì âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî 2r
ýòîãî êîíòóðà è, âûáðîñèâ åãî, ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ãðàô
G ¢¢  ñ òåìè æå âåðøèíàìè, ÷òî è ó G, è ò.ä. Òàê êàê
÷èñëî ðåáåð êîíå÷íî, ýòîò ïðîöåññ äîëæåí íà êàêîì-òî
øàãå îñòàíîâèòüñÿ; èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ
êàêîãî-òî ðåáðà kr  ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô G

* ,
ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà G è óæå íå èìåþùèé
êîíòóðîâ, ò.å. ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì. Ãðàô G*  íàçûâà-
åòñÿ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì ãðàôà G, à ðåáðà 1 2, , , kr r r… ,
êîòîðûå ïðèøëîñü âûáðîñèòü èç G, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ìàêñèìàëüíîå äåðåâî G* , íàçûâàþòñÿ ïåðåìû÷êàìè.

Åñëè Â – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G, òî ìàêñèìàëüíîå
äåðåâî G*  òîæå èìååò Â âåðøèí. Ñîãëàñíî (1), ãðàô
G*  èìååò Â – 1 ðåáðî, è ïîòîìó ÷èñëî ðåáåð ãðàôà G
ðàâíî Â – 1 + k (÷òîáû èç G*  ïîëó÷èòü G, íàäî
«âîçâðàòèòü» k âûáðîøåííûõ ðåáåð-ïåðåìû÷åê). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

( ) ( )B B 1 1G k kχ = - - + = - .           (2)

Òàê êàê 1k ≥ , ïîëó÷àåì ( ) 0Gχ £ . Òàêèì îáðàçîì,
ó÷èòûâàÿ (1), ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî
ãðàôà G ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

( ) 1Gχ £ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà G – äåðåâî.

Äàëåå, ñîãëàñíî (2), ÷èñëî ïåðåìû÷åê ðàâíî

( )1k Gχ= - .

Çàäà÷è

17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G ñîäåðæèò l êîìïîíåíò, òî
( )G lχ £ . Â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
18*. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ãðàôå G çàäàíà ñèñòåìà òîêîâ,

åñëè êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíî íàïðàâëåíèå (óêàçûâàåìîå
ñòðåëêîé) è íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (òîê), ïðè÷åì
âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî Êèðõãîôà: äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñóì-
ìà âõîäÿùèõ â íåå òîêîâ ðàâíà ñóììå èñõîäÿùèõ. Äîêàæèòå,

÷òî åñëè ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî â íåì ñóùåñòâóåò òîëüêî
òðèâèàëüíàÿ ñèñòåìà òîêîâ (âñå òîêè ðàâíû íóëþ).

19. Ïóñòü G – ñâÿçíûé ãðàô, G
*  – åãî ìàêñèìàëüíîå

äåðåâî, a 1 2, , , kr r r…  – ïåðåìû÷êè (ò.å. ðåáðà ãðàôà G, íå
ñîäåðæàùèåñÿ â G

* ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâîëüíî
çàäàòü òîêè íà ðåáðàõ 1 2, , , kr r r… , òî èõ ìîæíî îäíîçíà÷íî
äîïîëíèòü òîêàìè íà îñòàëüíûõ ðåáðàõ òàê, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëàñü ñèñòåìà òîêîâ â G.

Óêàçàíèå. Äëÿ êàæäîé ïåðåìû÷êè ir  ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé êîíòóð, ñîäåðæàùèé åå è íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ
ïåðåìû÷åê. Åñëè ïóñòèòü ïî ýòîìó êîíòóðó òîê òàêîé âåëè-
÷èíû è íàïðàâëåíèÿ, êàê óêàçàíî íà ïåðåìû÷êå ir , à çàòåì
âçÿòü ñóììó âñåõ ýòèõ «êîíòóðíûõ òîêîâ», òî ìû è ïîëó÷èì
òðåáóåìóþ ñèñòåìó òîêîâ íà ãðàôå G. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè
äâå ðàçëè÷íûå ñèñòåìû òîêîâ, ñîâïàäàþùèå íà ïåðåìû÷êàõ,
òî èõ ðàçíîñòü áûëà áû íåòðèâèàëüíîé ñèñòåìîé òîêîâ íà
äåðåâå G* .

Ðèñ. 11

×àñòü II. Ïëîñêèå ãðàôû

Â ýòîé ÷àñòè ñòàòüè ðå÷ü ïîéäåò î íåêîòîðûõ ãëóáî-
êèõ ñâîéñòâàõ ïëîñêèõ ãðàôîâ. Èõ èçó÷åíèå ïîòðåáóåò
âìåøàòåëüñòâà «äüÿâîëà àáñòðàêòíîé àëãåáðû» è îäíî-
ãî èç åãî ïðèñëóæíèêîâ – èíâàðèàíòà ïî èìåíè èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ.

Òðè äîìèêà è òðè êîëîäöà

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, åñëè
ñóùåñòâóåò íà ïëîñêîñòè ãðàô G ¢ , ãîìåîìîðôíûé G.
Òàê, ãðàô, ñîñòàâëåííûé èç ðåáåð òåòðàýäðà, è ãðàô,
ñîñòàâëåííûé èç ðåáåð êóáà, âëîæèìû â ïëîñêîñòü
(ðèñ.12). Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ãðàôîâ, íå âëîæèìûõ
â ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 5 («äîìèêè è êîëîäöû»). Íà ïëîñêîñòè äàíû
øåñòü òî÷åê: Ä

1
, Ä

2
, Ä

3
 (äîìèêè) è Ê

1
, Ê

2
, Ê

3
 (êîëîä-

öû). Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè ïðîâåñòè òðîïèíêè îò
êàæäîãî äîìèêà ê êàæäîìó êîëîäöó òàê, ÷òîáû íèêà-
êèå äâå òðîïèíêè íå ïåðåñåêàëèñü?

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13



Åñëè ìû ïðîâåäåì âñå òðîïèíêè, êðîìå îäíîé, òî äëÿ
ïîñëåäíåé òðîïèíêè óæå «íå áóäåò ìåñòà» íà ïëîñêî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ãðàô 1P , èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñóíêå 13, íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2P  ïîëíûé ãðàô ñ ïÿòüþ
âåðøèíàìè 1 2 3 4 5, , , ,M M M M M , ò.å. ãðàô áåç ïåòåëü,
ëþáàÿ ïàðà âåðøèí êîòîðîãî ñîåäèíåíà ðåáðîì. Íà

ðèñóíêå 14 ïðîâåäåíû
äåâÿòü ðåáåð ýòîãî ãðà-
ôà, à äåñÿòîå ïðåðâàíî:
äëÿ íåãî «íåò ìåñòà» íà
ïëîñêîñòè. Ñíîâà âèäíî,
÷òî ãðàô 2P  íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

Îêàçûâàåòñÿ, ãðàôû

1 2,P P  äåéñòâèòåëüíî íå
âëîæèìû â ïëîñêîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðèìåðàõ 5 è
6 («íåò ìåñòà» íà ïëîñêîñòè), íå ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâàìè. Ê äîêàçàòåëüñòâó ìû åùå
âåðíåìñÿ, à ïîêà, ñ÷èòàÿ íåâëîæè-
ìîñòü ãðàôîâ 1P  è 2P  â ïëîñêîñòü
èçâåñòíîé, ïîñìîòðèì íà ðèñóíîê
15. Íà íåì ïîêàçàí ãðàô À ñ âûäå-
ëåííûì «ñèíèì» ïîäãðàôîì. Ýòîò
ïîäãðàô ãîìåîìîðôåí 1P , çíà÷èò,
ãðàô À íå âëîæèì â ïëîñêîñòü (ïî-
ÿñíèòå!). Âîîáùå, åñëè íåêîòîðûé
ãðàô G ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãîìåî-
ìîðôíûé 1P  èëè 2P , òî ãðàô G íå
âëîæèì â ïëîñêîñòü. Ïîëüñêèé ìà-
òåìàòèê Êóðàòîâñêèé äîêàçàë îá-

ðàòíóþ òåîðåìó: åñëè ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü, òî
îí ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé 1P  èëè 2P .

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó Êóðàòîâñêîãî, à
îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íåâëîæèìîñòè â ïëîñ-
êîñòü ãðàôîâ 1P  è 2P .

Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Ïóñòü à, b – äâà îòðåçêà íà ïëîñêîñòè, íè îäèí èç
êîòîðûõ íå ñîäåðæèò êîíöîâ äðóãîãî îòðåçêà. Åñëè ýòè
îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ, òî áóäåì ïèñàòü ( ), 1I a b = , a
åñëè íåò, òî ( ), 0I a b = . ×èñëî ( ),I a b  íàçîâåì èíäåê-
ñîì ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ à è b. Åñëè îäèí èç îòðåçêîâ
à, b ñîäåðæèò êîíåö äðóãîãî îòðåçêà, òî ÷èñëî ( ),I a b
íå îïðåäåëåíî.

Ïóñòü { }1 2, , , mx a a a= …  è { }1 2, , , my b b b= …  – äâà
ìíîæåñòâà îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ

i, j îïðåäåëåí èíäåêñ ( ),i jI a b .

Åñëè ñóììà ( )
,

,i j
i j

I a bÂ  (ò.å. ñóììà èíäåêñîâ ïåðåñå-

÷åíèÿ êàæäîãî èç îòðåçêîâ 1, , ma a…  ñ êàæäûì èç

îòðåçêîâ 1, , nb b… ) ÷åòíà, ïîëîæèì ( ), 0I x y = , à åñëè

ýòà ñóììà íå÷åòíà, ïîëîæèì ( ), 1I x y = . ×èñëî ( ),I x y
íàçîâåì èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ õ è ó. Ýòî
÷èñëî áóäåò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü â ýòîé ÷àñòè ñòàòüè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû, ðåáðà êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ îòðåçêàìè. Åñëè â êàæäîé âåðøèíå òàêîãî ãðàôà
ñõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, ìû áóäåì íàçûâàòü åãî

öèêëîì. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ öèêëîâ õ, ó íà
ïëîñêîñòè, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí,
èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí íóëþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, â êàæäîé âåðøèíå öèêëà ñõîäèòñÿ
íå ìåíüøå äâóõ ðåáåð. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 7 ñëåäóåò,
÷òî öèêë ñîäåðæèò ëîìàíóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíî-
ñòè. Åñëè èç öèêëà âûáðîñèòü ýòó ëîìàíóþ è õîòü îäèí
îòðåçîê îñòàíåòñÿ, îñòàâøèéñÿ ãðàô ïî-ïðåæíåìó áó-
äåò öèêëîì. Â îñòàâøåìñÿ öèêëå ìîæíî ñíîâà âûäå-
ëèòü ëîìàíóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè, è ò.ä. Ýòî
ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäûé öèêë ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ëîìàíûõ, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè (ïðè÷åì ýòè ëîìà-
íûå ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ çâåíüåâ).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü äî-
êàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç
öèêëîâ õ, ó ñîñòîèò èç îäíîé ëîìàíîé, ãîìåîìîðôíîé
îêðóæíîñòè. Ñäâèíóâ ÷óòü-÷óòü âåðøèíû öèêëîâ õ è ó,
ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû èíäåêñ ( ),I x y  íå
èçìåíèëñÿ è íèêàêîé îòðåçîê, âõîäÿùèé â öèêë õ, íå
áûë ïàðàëëåëåí íèêàêîìó îòðåçêó, âõîäÿùåìó â ó.
Âûáåðåì òåïåðü ïðÿìóþ l, íå ïàðàëëåëüíóþ íè îäíîé
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé êàêóþ-ëèáî âåðøèíó öèêëà õ ñ
êàêîé-ëèáî âåðøèíîé öèêëà ó, è áóäåì íåïðåðûâíî
ïåðåìåùàòü öèêë õ (êàê òâåðäîå öåëîå) ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé l (ðèñ.16). Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ( ),I x y  ìîã áû
èçìåíÿòüñÿ ëèøü â òå ìîìåíòû, êîãäà âåðøèíû äâèæó-

ùåãîñÿ öèêëà õ ïðîõîäÿò ÷åðåç ðåáðà íåïîäâèæíîãî
öèêëà ó èëè êîãäà ðåáðà öèêëà õ ïðîõîäÿò ÷åðåç
âåðøèíû öèêëà ó (âåðøèíû öèêëà õ íå ìîãóò ïîïàñòü
â âåðøèíû öèêëà ó â ñèëó âûáîðà ïðÿìîé l). Îäíàêî,
êàê ïîêàçûâàåò ðèñóíîê 17, â ìîìåíò, êîãäà íåêîòîðîå
ðåáðî à öèêëà õ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó q öèêëà ó,
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå ìåíÿåò ñâîåé ÷åòíîñòè, à

ïîòîìó èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ( ),I x y  íå ìåíÿåòñÿ. Òî æå
ïðîèñõîäèò è ïðè ïðîõîæäåíèè âåðøèí öèêëà õ ÷åðåç
ðåáðà öèêëà ó.

Èòàê, â òå÷åíèå âñåãî äâèæåíèÿ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
íå ìåíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íî â êîíöå êîíöîâ
öèêë õ ïîïàäàåò â ïîëîæåíèå, â êîòîðîì îí ñîâñåì íå
èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ó (ñì. ðèñ.16), òàê ÷òî èíäåêñ

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17
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ïåðåñå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
è ïåðâîíà÷àëüíî áûëî ( ), 0I x y = .

Íåâëîæèìîñòü ïîëíîãî ïÿòèâåðøèííîãî ãðàôà

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü, ÷òî ãðàô 2P ,
ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 6, íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.
Ñîåäèíèì ëîìàíûìè ïîïàðíî 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå
îáðàùàÿ ïîêà âíèìàíèÿ íà ïåðåñå÷åíèÿ. Ðåáðà-ëîìà-
íûå, íå èìåþùèå îáùèõ êîíöîâ, óñëîâèìñÿ íàçûâàòü
íåñìåæíûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ñóììó èíäåêñîâ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïî âñåì ïàðàì íåñìåæíûõ ðåáåð. Êîíå÷íî,
÷èñëî J çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì íàðèñîâàíû íà
ïëîñêîñòè ðåáðà. Åñëè áû èõ óäàëîñü íàðèñîâàòü áåç
ïåðåñå÷åíèé, ÷èñëî J îêàçàëîñü áû ðàâíûì íóëþ.
Îäíàêî ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïðîâåäå-
íèÿ ðåáåð ÷èñëî J îêàçûâàåòñÿ íå÷åòíûì. Òåì ñàìûì
áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ãðàô 2P  íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìåíÿåì ïîëîæåíèå îäíîãî
ðåáðà, ñêàæåì 1 2M M . Ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
ýòîãî ðåáðà îáîçíà÷èì ÷åðåç õ, à åãî íîâîå ïîëîæåíèå
–  ÷åðåç x¢ . Íåñìåæíûìè ñ ðåáðîì 1 2M M  ÿâëÿþòñÿ
òðè ðåáðà 3 4M M , 4 5M M , 5 3M M . Çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ

3 4 5M M M  (âîçìîæíî, ïåðåñåêàþùàÿ ñåáÿ) ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ó (ðèñ.18). Ëîìàíûå õ è

x ¢ , âìåñòå âçÿòûå,
òàêæå îáðàçóþò öèêë.
Ïîñêîëüêó èíäåêñ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ëþáûõ
äâóõ öèêëîâ ðàâåí
íóëþ:

( ), 0I x x y =¢∪ ,

÷èñëî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáðà õ ñ öèê-
ëîì ó (ò.å. ñî âñåìè

íåñìåæíûìè åìó ðåáðàìè) èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðåáðà x¢  ñ öèêëîì ó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå ðåáðà õ ðåáðîì x¢  ÷èñëî
J íå ìåíÿåò ñâîåé ÷åòíîñòè.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ðàñïîëîæå-
íèÿõ ðåáåð íà ïëîñêîñòè ÷èñëî J âñåãäà èìååò îäíó è
òó æå ÷åòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàäàíû äâà
ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿ ðåáåð, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî
çàìåíÿÿ ñíà÷àëà îäíî ðåáðî ïåðâîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðîì âòîðîãî ðàñïîëîæåíèÿ, çàòåì
åùå îäíî, åùå îäíî è ò.ä., ìû ïîñòåïåííî çàìåíèì
ïåðâîå ðàñïîëîæåíèå âòîðûì, à ÷åòíîñòü ÷èñëà J, â
ñèëó äîêàçàííîãî, ìåíÿòüñÿ íå áóäåò.

Èòàê, ëèáî äëÿ âñåõ ðàñïîëîæåíèé ðåáåð ÷èñëî J
÷åòíî, ëèáî îíî äëÿ âñåõ ðàñïîëîæåíèé íå÷åòíî. Íà
ðèñóíêå 14 èìååòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
(ðàçóìååòñÿ, êðèâûå ðåáðà íà ýòîì ðèñóíêå ìîæíî
çàìåíèòü ëîìàíûìè). Òàêèì îáðàçîì, íà ðèñóíêå 14
÷èñëî J ðàâíî åäèíèöå, à ïîòîìó äëÿ ëþáîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ðåáåð îíî íå÷åòíî, è, çíà÷èò, 2P  íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

Çàäà÷è

20. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô 1P  èç ïðèìåðà 5 íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

21. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèìåíüøèå äèàãîíà-

ëè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (n > 3). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
÷åòíîì n ýòîò ãðàô ìîæåò áûòü âëîæåí â ïëîñêîñòü, à ïðè
íå÷åòíîì – íåò.

22. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèáîëüøèå äèàãîíà-
ëè ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 3n ≥  ýòîò
ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

23. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèáîëüøèå äèàãîíà-
ëè (èõ 2n + 1) ïðàâèëüíîãî (2n  + 1)-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå,
÷òî ýòîò ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Íåëüçÿ ëè ïðîùå?

Âûøå (ñì. ðèñóíêè 16, 17) ìû äîêàçàëè, ÷òî èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ öèêëîâ íà ïëîñêîñòè ðàâåí
íóëþ. Âîçìîæíî, ÷èòàòåëü ïðåäëîæèò ñëåäóþùåå áî-
ëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî: áóäåì äâèãàòüñÿ ïî çàìê-
íóòîé ëîìàíîé õ; â êàæäîé òî÷êå åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ
çàìêíóòîé ëîìàíîé ó ìû áóäåì ëèáî âõîäèòü âî
âíóòðåííþþ îáëàñòü ëîìàíîé ó, ëèáî âûõîäèòü èç íåå
âî âíåøíþþ îáëàñòü; òàê êàê òî÷êè âõîäà è òî÷êè
âûõîäà ÷åðåäóþòñÿ, ê ìîìåíòó ïðèõîäà â èñõîäíóþ
òî÷êó ÷èñëî òî÷åê âõîäà áóäåò ðàâíî ÷èñëó òî÷åê
âûõîäà; çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëîìà-
íûõ õ è ó ÷åòíî. Îäíàêî ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
ïðèçíàòü êîððåêòíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè óæå
âûÿñíåí ñìûñë ïîíÿòèÿ «âíóòðåííÿÿ îáëàñòü», à ýòî
ïîíÿòèå âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðîñòûì, êàê êàæåòñÿ
íà ïåðâûé âçãëÿä. Âûÿñíèì ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Òåîðåìà Æîðäàíà

Çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè, íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëèíèåé. Òåîðåìà Æîðäàíà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ,
ðàñïîëîæåííàÿ íà ïëîñêîñòè, ðàçáèâàåò ýòó ïëîñ-
êîñòü íà äâå îáëàñòè (âíóòðåííþþ è âíåøíþþ).
Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîé òåîðåìû. Ïóñòü l – ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè. Âîçüìåì òî÷êè ð, q, íå
ëåæàùèå íà ëèíèè l. Åñëè ð è q ìîæíî ñîåäèíèòü
ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ l, òî ñ÷èòàþò, ÷òî òî÷êè
ð è q ëåæàò â îäíîé è òîé æå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî
ëèíèè l. Åñëè æå ëþáàÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè
ð è q, îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàåò l, òî ñ÷èòàþò, ÷òî ð è q
ëåæàò â ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Òåîðåìà Æîðäàíà óòâåðæäà-
åò, ÷òî ëèíèÿ l îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè ðîâíî äâå
îáëàñòè.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî òåîðåìà Æîðäàíà óòâåðæäàåò
íå÷òî ñîâåðøåííî î÷åâèäíîå. Êàæóùàÿñÿ åå «î÷åâèä-
íîñòü» îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü òåì, ÷òî íà óì îáû÷íî ïðèõî-
äÿò î÷åíü ïðîñòûå ëèíèè (îêðóæíîñòü, êîíòóð âûïóê-
ëîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò.ï.). Â îáùåì æå ñëó÷àå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû Æîðäàíà íå òàê óæ î÷åâèäíî. Íà
ðèñóíêå 19 èçîáðàæå-
íà ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ
ëîìàíàÿ (ýòî ìîæíî
ïðîâåðèòü, îáâåäÿ
ëèíèþ êàðàíäàøîì).
Îäíàêî âîâñå íå î÷å-
âèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü
ðàçðåçàíà ýòîé ëèíè-
åé íà äâå îáëàñòè;
íàïðèìåð, äàëåêî íå
ñðàçó ìîæíî ïîíÿòü,
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â êàêîé îáëàñòè (âíóòðåííåé èëè âíåøíåé) ëåæàò
òî÷êè à, b, ñ, d.

Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà,
îñíîâàííîå íà ïðèìåíåíèè èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà l – íå ïðîèçâîëüíàÿ
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè, à ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ.

Ïóñòü 1 2, , , nb b b…  – ïîñëåäîâàòåëüíûå çâåíüÿ ëîìà-
íîé l. Ïðîâåäåì îòðåçîê, ïåðåñåêàþùèé çâåíî 1b  â
òî÷êå à, è âîçüìåì íà ýòîì îòðåçêå äâå òî÷êè ð, p¢ ,
ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû çâåíà 1b  íà îäíîì
è òîì æå ðàññòîÿíèè îò íåãî. ×åðåç òî÷êó ð ïðîâåäåì
îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé çâåíó 1b , äî òî÷êè åãî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó çâåíüÿìè 1b , è 2b
(ðèñ.20). Èç ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåì îòðåçîê,
ïàðàëëåëüíûé 2b , äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé óãëà
ìåæäó çâåíüÿìè 2b  è 3b  è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ëîìàíóþ õ, çâåíüÿ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ íà
îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çâåíü-
åâ ëîìàíîé l. Åñëè ïðè ýòîì òî÷êà ð áûëà âçÿòà
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê à, òî ïîñòðîåííàÿ ëèíèÿ õ íå
ïåðåñåêàåò l è, ïðîéäÿ âäîëü ëèíèè l, äîëæíà âåðíóòüñÿ
ëèáî â òî÷êó ð, ëèáî â p¢ . Ëåãêî ïîíÿòü, îäíàêî, ÷òî
â òî÷êó p¢  ëîìàíàÿ õ ïðèéòè íå ìîæåò: åñëè áû
ëîìàíàÿ õ ñîåäèíÿëà òî÷êè ð è p¢ , òî, ïðèñîåäèíèâ ê
õ îòðåçîê pp¢ , ìû ïîëó÷èëè áû öèêë, êîòîðûé ñ
öèêëîì l ïåðåñåêàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå à, ò.å.
èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ öèêëîâ áûë áû ðàâåí 1,
÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó-
òóþ ëîìàíóþ, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè ð, îäèí ðàç ïðîõî-
äÿùóþ âäîëü ëîìàíîé l è âîçâðàùàþùóþñÿ â òî÷êó ð.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ x¢ , âûõî-
äÿùàÿ èç p¢ , îäèí ðàç ïðîõîäÿùàÿ âäîëü ëîìàíîé l è
âîçâðàùàþùàÿñÿ â òî÷êó p¢ .

Ïóñòü òåïåðü ñ – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà
ëèíèè l. Òîãäà åå ìîæíî ñîåäèíèòü, íå ïåðåñåêàÿ l, ëèáî
ñ òî÷êîé ð, ëèáî ñ òî÷êîé p¢ : äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èç
òî÷êè ñ ëó÷, ïåðåñåêàþùèé ëèíèè õ, x¢ , è îò òî÷êè ñ
ïðîéòè äî ïåðâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à ñ êàêîé-
ëèáî èç ëèíèé õ, x ¢ , à çàòåì ïî ýòîé ëèíèè äîéòè äî
òî÷êè ð èëè p¢ .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè èç òî÷êè ñ ïðîâåäåíû äâå
ðàçëè÷íûå ëîìàíûå ó, z, íå ïåðåñåêàþùèå l è îêàí÷è-
âàþùèåñÿ â îäíîé èç òî÷åê ð, p¢ , òî îáå îíè îêàí÷èâà-
þòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû
ëîìàíàÿ ó ñîåäèíÿëà òî÷êè c è ð, à ëîìàíàÿ z ñîåäèíÿ-
ëà òî÷êè c è p¢  (ðèñ.21), òî ëîìàíàÿ y z∪  âìåñòå ñ
îòðåçêîì pp¢  ñîñòàâëÿëà áû öèêë, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
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êîòîðîãî ñ öèêëîì l
ðàâíÿëñÿ 1, ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Òåïåðü óæå íåòðóäíî
äîêàçàòü òåîðåìó Æîð-
äàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê ïëîñêîñòè, êîòîðûå
ìîæíî, íå ïåðåñåêàÿ l, ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé ð, à ÷åðåç V
– ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî, íå ïåðåñåêàÿ l,
ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé p¢ . Òîãäà U è V è áóäóò òåìè äâóìÿ
îáëàñòÿìè, íà êîòîðûå ëèíèÿ l ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü. Â
ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êè 1 2,c c  ïðèíàäëåæàò îäíîé
îáëàñòè (ñêàæåì, U), òî ñóùåñòâóþò ëîìàíûå 1 2,y y , íå
ïåðåñåêàþùèå l, êîòîðûå ñîåäèíÿþò 1c  è 2c  ñ òî÷êîé
ð. Îáúåäèíåíèå èõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ, ñî-
åäèíÿþùóþ 1c  è 2c  è íå ïåðåñåêàþùóþ l. Èòàê, äâå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îáëàñòè, ìîæíî ñîåäè-
íèòü ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé l. Åñëè æå òî÷êè 1c , 2c
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ( 1c UŒ , 2c VŒ ),
òî èõ íåëüçÿ ñîåäèíèòü ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé l
(èíà÷å, êàê è âûøå, ìû ïîëó÷èëè áû öèêë, èìåþùèé
ñ l èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 1). Òåì ñàìûì, òåîðåìà Æîðäà-
íà (äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé) äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Âñå «äàëåêèå» òî÷êè ïëîñêîñòè ðàñïîëî-
æåíû â îäíîé è òîé æå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ëèíèè l
(ðèñ.22). Ïîýòîìó îäíà èç äâóõ îáëàñòåé, îïðåäåëÿå-
ìûõ ëèíèåé l, – íåîãðàíè÷åííàÿ, à äðóãàÿ – îãðàíè÷åí-
íàÿ. Íåîãðàíè÷åí-
íóþ îáëàñòü íàçûâà-
þò âíåøíåé, à îãðà-
íè÷åííóþ – âíóò-
ðåííåé. Òî÷êè âíåø-
íåé îáëàñòè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èç
ýòèõ òî÷åê ìîæíî
ïðîâåñòè ëîìàíûå, íå
ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ l
è óõîäÿùèå êàê óãîä-
íî äàëåêî îò l; òî÷êè âíóòðåííåé îáëàñòè ýòèì ñâîé-
ñòâîì íå îáëàäàþò.

Çàäà÷è

24. Åñëè ëîìàíàÿ l – î÷åíü ñëîæíàÿ, òî îïðåäåëèòü «íà
ãëàç», â êàêîé îáëàñòè (âíóòðåííåé èëè âíåøíåé) ëåæèò
òî÷êà à, òðóäíî: äëÿ ýòîãî íóæíî âûÿñíèòü, ìîæíî ëè,
îòïðàâëÿÿñü èç òî÷êè à, âûéòè èç «ëàáèðèíòà», îáðàçîâàí-
íîãî ëèíèåé l (ñì. ðèñ.19). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëó÷, èñõîäÿ-
ùèé èç òî÷êè à è íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû ëîìàíîé l,
ïåðåñåêàåò l â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, òî òî÷êà à ëåæèò âî
âíåøíåé îáëàñòè (ò.å. âûáðàòüñÿ èç «ëàáèðèíòà» ìîæíî), à
åñëè â íå÷åòíîì, òî òî÷êà à ëåæèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè.

25. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû k ëîìàíûõ ëèíèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîåäèíÿåò äâå çàäàííûå òî÷êè ð è q. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè äðóãèõ îáùèõ òî÷åê ëîìàíûå ïîïàðíî íå èìåþò, òî
ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà k îáëàñòåé.
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