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ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №3)

1. Íåò, íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì, ðåïîðòàæ êîððåñïîíäåíòà
æóðíàëà «True-False» ïðàâäèâûé. Òîãäà ïîñëåäíèé èç åãî ñî-
áåñåäíèêîâ íå ìîæåò áûòü íè ðûöàðåì, íè ëæåöîì.
2. Òàê êàê ÷èñëî è íîìåð ìåñÿöà íå áîëåå ÷åì äâóçíà÷íû, òî
ïóòàíèöà ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó Òîðî-
ïûæêè ïîëó÷èëîñü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëÿ, ïîñëåäíèå
öèôðû êîòîðîãî 11 èëè 12, à ïåðâàÿ öèôðà íå áîëüøå 3. Ïî-

ñêîëüêó â ôåâðàëå 31-ãî ÷èñëà
íå áûâàåò, òî íåëüçÿ îäíî-
çíà÷íî âîññòàíîâèòü äàòû, çà-
ïèñàííûå â ôîðìå 111, 112,
211, 212, 311. Èòàê, â ãîäó
íåëüçÿ áóäåò ðàçëè÷èòü 5 ïàð
äàò.
3. Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðè-
ìåð, êîãäà ê îäíîé íîðêå ïîä-
õîäÿò 5 òðîïèíîê (íà ðèñóíêå
1 ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâ-
ëåíèÿ ïðîêëàäûâàíèÿ òðîïè-
íîê, ÀÌ = 100 ñì, ÂÌ =

= 110 ñì, ÑÌ = 120 ñì, DM = 130 ñì, ÅÌ = 140 ñì, âñå îñò-
ðûå óãëû ïðè âåðøèíå Ì ðàâíû 72°).
Ýòî ÷èñëî íàèáîëüøåå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ê êàêîé-ëèáî
íîðêå S ïîäõîäèò áîëåå 5 òðîïèíîê, òî ìû ïðèäåì ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñ S ñîåäèíåíû íîðêè

1 2 6, , ,A A A… . Òîãäà âñå ëó÷è 1 2 6, , ,SA SA SA…  ðàçëè÷íû è äå-
ëÿò ïîëíûé óãîë ñ âåðøèíîé S íà 6 ÷àñòåé. Â òðåóãîëüíèêå

1 2A SA  óãîë 1 2A SA  íàèáîëüøèé êàê ïðîòèâîëåæàùèé áîëü-
øåé ñòîðîíå 1 2A A . Ñëåäîâàòåëüíî, 1 2 60A SA– > ∞  (óáåäèòåñü
â ýòîì). Àíàëîãè÷íî â äðóãèõ òðåóãîëüíèêàõ:

2 3 6 160 , , 60A SA A SA– > ∞ – > ∞… .

Íî òîãäà ñóììà ýòèõ óãëîâ áóäåò áîëüøå ïîëíîãî óãëà, ÷åãî
íå ìîæåò áûòü.
4. 1-é ñïîñîá. Ïóñòü ×è÷èêîâ êóïèë Ä äóø ïî Ê êîïååê çà
êàæäóþ. Èç óñëîâèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò òàêèå òðè
íåðàâåíñòâà:

1) 2
1000j > ,    2) 2 6000d > , 3) 2500d j¥ £ .

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 32j ≥ , à èç âòîðîãî –
÷òî 78d ≥ . Åñëè áû áûëî 33j ≥ , òî òîãäà 2574d j¥ ≥ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó íåðàâåíñòâó. Åñëè áû áûëî

79d ≥ , òî òîãäà 2528d j¥ ≥ , ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò òðå-
òüåìó íåðàâåíñòâó. Ïîýòîìó îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ-
íîñòü: Ê = 32, Ä = 78, ò.å. ×è÷èêîâ êóïèë 78 äóø ïî 32 êî-
ïåéêè çà øòóêó. Íà âñÿêèé ñëó÷àé ïðîâåðèì: 78 32 2496¥ = ,
ò.å. 25 ðóáëåé, äåéñòâèòåëüíî, õâàòèò.
2-é ñïîñîá. Ðàñêðîåì øåñòóþ ãëàâó «Ìåðòâûõ äóø» è ïðî-
÷òåì ñöåíó òîðãà ×è÷èêîâà ñ Ïëþøêèíûì, ãäå òàê ïðÿìî è
ãîâîðèòñÿ î 78 êóïëåííûõ áåãëûõ äóøàõ ïî 32 êîïåéêè çà
øòóêó. È äàæå îáùàÿ ñóììà ïðèâîäèòñÿ: 24 ðóáëÿ 96 êîïååê
– ×è÷èêîâ áûë â àðèôìåòèêå ñèëåí.
5. Çàìå÷àåì, ÷òî äèàìåòðîâ îêðóæíîñòè, îáà êîíöà êîòîðûõ
êðàñíûå, ñóùåñòâóåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî äèàìåòðîâ, îáà êîí-
öà êîòîðûõ ñèíèå. Êàæäûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, âñå
âåðøèíû êîòîðîãî ñèíèå, èìååò ãèïîòåíóçó, ÿâëÿþùóþñÿ äèà-
ìåòðîì îêðóæíîñòè ñ ñèíèìè êîíöàìè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
äèàìåòðà ñóùåñòâóåò 48 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âñå
âåðøèíû êîòîðûõ ñèíèå. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ êðàñíûå.

Ðèñ. 1

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» №1)

16. Äëÿ îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë y, î÷åâèäíî, ïîäõîäÿò âàðèàíòû
õ = 1, y = 1; õ = 4, y = 2; õ = 9, y = 3. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ

ðåøåíèé íåò. Ïóñòü z x x= …  – n-çíà÷íîå ÷èñëî, n > 1. Èìå-

åì 2x π , 3, 7, 8, òàê êàê êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë íà ýòè öèô-
ðû íå îêàí÷èâàþòñÿ. Äàëåå, 2y  ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòà-
òîê 0 èëè 1. Ïîýòîìó 1x π , 5, 9 (îñòàòîê 3), 6 (îñòàòîê 2).

Íàêîíåö, åñëè x = 4, òî 
4

z
 òîæå êâàäðàò – è ìû îïÿòü â óñ-

ëîâèÿõ ñëó÷àÿ õ = 1.
17. Â ïëîñêîñòè ëîìàíîé ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïóñòü âåðøèíû ëîìàíîé â ýòîé ñèñòåìå

çàäàþòñÿ òàêèìè êîîðäèíàòàìè: ( )1 1,A x y , ( )2 2,B x y ,

( )3 3,C x y , ( )4 4,D x y , ( )5 5,E x y , ( )6 6,F x y , ( )7 7,G x y ,

( )8 8,H x y , ( )9 9,K x y , ( )10 10,L x y . Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî àá-

ñöèññà (îðäèíàòà) ñåðåäèíû îòðåçêà íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå àáñöèññ (îðäèíàò) åãî êîíöîâ. Çàïèøåì ñèñ-
òåìó ðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ àáñöèññû âåðøèí ëîìàíîé â ñî-
îòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è:

1 2 6 7x x x x+ = + ,

2 3x x+ = 7x 8x+ ,

3 4 8 9x x x x+ = + ,

4 5 9 10x x x x+ = + .

Âû÷òÿ âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èç ñóììû
ïåðâîãî è òðåòüåãî, ïîëó÷èì

5 6 1 10x x x x+ = + .

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ îðäèíàò:

5 6 1 10y y y y+ = + .

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
18. Îáîçíà÷èì ( )mnd ,a b x= , òîãäà à = õó, b = xz,

( )mnd , 1y z = . Ïóñòü òàêæå ( )mnd ,x z m= , òîãäà õ = mu,
z = mv, ( )mnd , 1u v = . Ïðè ýòîì ( ) ( )mnd , mnd , 1y v y m= = .
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ( )x y z yz- = , èëè

( )u y mv yv- = ,                         ( * )

îòêóäà uy = umv + yv. Òàê êàê ó è u âçàèìíî ïðîñòû ñ v, à
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äåëèòñÿ íà v, òî v = 1.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâî ( * ) ïåðåïèøåì â âèäå

( ) ( )1u y m m- - = .

Ïîñêîëüêó ó è m âçàèìíî ïðîñòû, òî îòñþäà ïîëó÷àåì
u – 1 = m, ó – m = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )mnd , 1a b x mu m m= = = + ,

( )mnj ,a b xyz= = ( ) ( ) ( )21 1 mnd ,m m m m a b+ ◊ + ◊ = .

19. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñì. â ñòàòüå È.Àêóëè÷à «Òðåóãîëü-
íèêè íà øàõìàòíîé äîñêå» â «Êâàíòå» ¹3.
20. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøàÿ
ðàçíîñòü íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå 2 (êëåòêà, ãäå çàïè-
ñàíî ÷èñëî 1, èìååò ÷åòûðåõ
ñîñåäåé). Ïîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ðàññòàíîâêà
÷èñåë, ïðè êîòîðîé ýòà ðàç-
íîñòü â òî÷íîñòè ðàâíà 2.
Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé æèð-
íûìè ëèíèÿìè íà 4 «óãëà»:
þãî-çàïàäíûé, ñåâåðî-âîñòî÷-
íûé, ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-
âîñòî÷íûé, êàê íà ðèñóíêå 2. Ðèñ. 2
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Ðèñ. 4

À äàëåå ïðîñòî îïèøåì ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ÷èñëàìè êàæäîãî
óãëà.
1) Â óãëîâóþ êëåòêó þãî-çàïàäíîãî óãëà ïîìåùàåì ÷èñëî 1, â
äâå ñîñåäíèå ñ íåé – ÷èñëà 3, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè – ÷èñëà
5 è ò.ä. Òàê êàê âñå ïîñëåäóþùèå ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ îò ïðå-
äûäóùèõ íà 2, òî ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íå
áîëüøå 2 (çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî òî æå áóäåò âåðíî è
äëÿ îñòàëüíûõ óãëîâ). Òàêæå èç ïðèíöèïà ðàññòàíîâêè ÷èñåë
ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî 2m + 1 (äëÿ âñåõ m = 0, 1, 2, …)
ïðèñóòñòâóåò â óãëó ðîâíî m + 1 ðàç.
2) Â óãëîâóþ êëåòêó ñåâåðî-âîñòî÷íîãî óãëà ïîìåùàåì ÷èñëî
3, â äâå ñîñåäíèå ñ íåé – ÷èñëà 5, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè –
÷èñëà 7 è ò.ä. Çäåñü êàæäîå ÷èñëî 2m + 1 ïðèñóòñòâóåò â óãëó
ðîâíî m ðàç.
Âñåãî, òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ äâóõ óãëàõ êàæäîå ÷èñëî 2m + 1
ïðèñóòñòâóåò ðîâíî (m + 1) + m = 2m + 1 ðàç.
3) Ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-âîñòî÷íûé óãëû çàïîëíÿþòñÿ îäè-
íàêîâî: â óãëîâóþ êëåòêó çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëî 2, â äâå ñîñåä-
íèå ñ íåé – ÷èñëà 4, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè – ÷èñëà 6 è ò.ä.
Çäåñü êàæäîå ÷èñëî 2m (äëÿ âñåõ m = 1, 2, …) ïðèñóòñòâóåò
â óãëó ðîâíî m ðàç, à â äâóõ óãëàõ âìåñòå – 2m ðàç.
Èòàê, êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ íà äîñêå ñòîëüêî ðàç, êàêîâî
ýòî ÷èñëî. Êðîìå òîãî, â ïðåäåëàõ êàæäîãî óãëà ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íå ïðåâûøàåò 2 (áîëåå òîãî – îíà
âñþäó êàê ðàç ðàâíà 2). Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè â ñîñåäíèõ óãëàõ (âäîëü «øâîâ»)
òàêæå íå ïðåâûøàåò 2. Îêàçûâàåòñÿ, äåéñòâèòåëüíî íå ïðåâû-
øàåò – îíà âñþäó ðàâíà 1. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì, íàïðè-
ìåð, ãðàíèöó ìåæäó þãî-çàïàäíûì è ñåâåðî-çàïàäíûì óãëàìè
(ëó÷, óõîäÿùèé âëåâî). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ðàññòà-
íîâêè ÷èñåë, â êëåòêàõ ïîä ãðàíèöåé ñïðàâî íàëåâî çàïèñàíû
÷èñëà 1, 3, 5, …, à â êëåòêàõ íàä ãðàíèöåé – ÷èñëà 2, 4, 6, …,
ò.å., äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ðàçëè÷àþòñÿ íà
1. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ îñòàëü-
íûõ ãðàíèö.
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LXVIII  ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê

6 êëàññ

1. Âàëåíòèí ïðîáåãàåò 50 60¥  = 3000 ñì çà 100 ñ, ò.å. åãî
ñêîðîñòü ðàâíî 30 ñì/ñ, èëè 18 ì/ìèí.
2. Êîëè÷åñòâî ðóáëåé, ïîòðà÷åííûõ Àíäðååì ïðè ïîêóïêå áè-
ëåòà ó øîôåðà, äåëèòñÿ íà 5; íà 5 äåëèòñÿ è îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ïîòðà÷åííûõ â ÿíâàðå ðóáëåé. Çíà÷èò, è â äíè, êîãäà áè-
ëåò ïîêóïàëñÿ ó êîíäóêòîðà çà 11 ðóá., îáùåå êîëè÷åñòâî ïî-

òðà÷åííûõ äåíåã äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó íà 5 äåëèòñÿ êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ äíåé. Åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé âàðèàíò – 5
äíåé. Òîãäà áèëåò ïîêóïàëñÿ ó øîôåðà ( )115 11 5 15 4- ¥ =
ðàçà, à êðóæîê áûë 9 ðàç.
3. à) Ëèñà äîëæíà ðàçëîæèòü êîíôåòû òàê: 10, 10 è 80. Åñëè
åé äîñòàíåòñÿ êó÷êà èç 80 êîíôåò, òî ìåäâåæàòàì äîñòàíåòñÿ
ïîðîâíó. Åñëè åé äîñòàíåòñÿ êó÷êà èç 10 êîíôåò, òî, ÷òîáû
óðàâíÿòü äîëè ìåäâåæàò, åé ïðèäåòñÿ ñúåñòü åùå 70 êîíôåò.
Ïðèìå÷àíèå. Ýòî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ñïîñîá äåéñòâèé
ëèñû. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó â èòîãå ëèñà ñúåñò 80 êîíôåò,
òî ìåäâåæàòà ñúåäÿò ïî (100 – 80)/2 = 10 êîíôåò. Òàê êàê ó
îäíîãî èç ìåäâåæàò êîëè÷åñòâî êîíôåò íå ìåíÿëîñü, òî åìó
äîñòàëîñü ïî æðåáèþ 10 êîíôåò. Åñëè êó÷êà èç 10 êîíôåò
ëèøü îäíà, òî îíà ïî æðåáèþ ìîæåò äîñòàòüñÿ ëèñå, è ñðåäè
äâóõ îñòàâøèõñÿ íå áóäåò êó÷êè èç 10 êîíôåò. Çíà÷èò, èìå-
þòñÿ äâå òàêèå êó÷êè, à òîãäà â òðåòüåé – 80 êîíôåò.
á) Íåò, íå ìîæåò. Â ñàìîì äåëå, â èòîãå ìåäâåæàòà ñúåëè ïî-
ðîâíó êîíôåò, ïîýòîìó â ñóììå îíè ñúåëè ÷åòíîå ÷èñëî êîí-
ôåò. Òàê êàê 100 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî
ëèñà òàêæå ñúåëà ÷åòíîå ÷èñëî êîí-
ôåò.
4. Ìîæíî ðàçìåñòèòü 16 «ñêîáîê»
(ðèñ.3), à 17 «ñêîáîê» çàíèìàþò óæå
102 êëåòêè.
5. Íåò, íå ìîãóò. Èñïîëüçîâàíû 10
ðàçëè÷íûõ áóêâ, ïîýòîìó êàæäàÿ
öèôðà îáîçíà÷åíà êàêîé-íèáóäü áóê-
âîé, â òîì ÷èñëå è íîëü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êàêîãî-òî
(à çíà÷èò, è äðóãîãî) ÷èñëà ðàâíî íóëþ, à òîãäà â çàïèñè îáî-
èõ ÷èñåë åñòü íîëü. Â ñëîâàõ ÌÈÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ
îáùèå áóêâû Ì, Ë è Î, íî Ì è Ë ñòîÿò â íà÷àëå ÷èñåë. Çíà-
÷èò, íîëü îáîçíà÷åí áóêâîé Î. Òàê êàê â ÷èñëå ÌÈÕÀÉËÎ
íà êîíöå íîëü, òî îíî ÷åòíîå.
6. Òîãî, ïðî êîãî ñêàçàëè, ÷òî îí õîááèò, äëÿ óäîáñòâà íàçî-
âåì Áîáîì. Áîá íå ñîãëàñèëñÿ ñ òåì, ÷òî îí õîááèò, ñëåäóþ-
ùèé íå ñîãëàñèëñÿ ñ íèì, ò.å. ïîäòâåðäèë, ÷òî Áîá õîááèò, è
âñå ãîâîðÿùèå ÷åðåç ðàç ïîäòâåðæäàëè èëè îòðèöàëè, ÷òî Áîá
õîááèò.
à) Åñëè ïèðóþùèõ áûëî 9 (íå÷åòíîå ÷èñëî), òî íà ñëåäóþ-
ùåì êðóãå êàæäûé ãîâîðèë ïðîòèâîïîëîæíîå òîìó, ÷òî ñêà-
çàë íà ïðåäûäóùåì, òàê ÷òî âñå îíè õîááèòû.
á) Òàê êàê 10 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî ãîâîðÿùèå íà êàæäîì êðóãå
ãîâîðÿò îäíî è òî æå, ïîýòîìó õîááèòîâ ñðåäè íèõ íåò. Òîãäà
è Áîá íå õîááèò, è åãî ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë, ò.å. îí ãîáëèí.
Ñàì æå Áîá óëè÷èë ãîáëèíà âî ëæè, òàê ÷òî îí ýëüô. Åãî ñî-
ñåä ñëåâà ñíîâà ãîáëèí, è òàê äàëåå – çà ñòîëîì ñèäÿò, ÷åðå-
äóÿñü, ïÿòü ãîáëèíîâ è ïÿòü ýëüôîâ.

7 êëàññ

1. Âî âòîðíèê Ïåòÿ îáìåíÿë ñâîè
ðóáëè íà 6 òóãðèêîâ è ïîëó÷èë çà
íèõ â ñðåäó 36 ðóáëåé. Â ïÿòíèöó îí
îáìåíÿë ïîëó÷åííûå ðóáëè íà 9 òóã-
ðèêîâ è ïîëó÷èë çà íèõ â ñóááîòó 54
ðóáëÿ.
2. à) Äà, ñì. ðèñ.4. á) Íå÷åòíîå ÷èñ-
ëî íå äåëèòñÿ íà ÷åòíîå, à ïîòîìó íå
ìîæåò ñòîÿòü ìåæäó ÷èñëàìè îäèíà-
êîâîé ÷åòíîñòè. Çíà÷èò, íå÷åòíûå
÷èñëà ñòîÿò ïàðàìè. Îäíàêî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, ..., 9 íå÷åòíûõ
÷èñåë ïÿòü, òàê ÷òî èõ íåëüçÿ ðàçáèòü íà ïàðû.
3. Ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 5.
4. à) è á) Êâàäðàòèê íå ìîã èìåòü îáùèé óãîë ñ ïðÿìîóãîëü-
íèêîì, òàê êàê òîãäà ïåðèìåòð îñòàëñÿ áû ïðåæíèì èëè
óìåíüøèëñÿ, à ïëîùàäü óìåíüøèëàñü áû. Çíà÷èò, êâàäðàò
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ïðèìûêàåò òîëüêî ê îäíîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ.6).
Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà x. Òîãäà Òàíÿ, âûðåçàâ êâàäðàò,
óìåíüøàåò ïëîùàäü ôèãóðû íà 2x , à ïåðèìåòð óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2x. Ïî óñëîâèþ èñõîäíàÿ ïëîùàäü ðàâíà ïåðèìåòðó ïîëó-
÷åííîé ôèãóðû, à èñõîäíûé ïåðèìåòð ðàâåí ïëîùàäè ïîëó-
÷åííîé ôèãóðû. Çíà÷èò, 2x  = 2x, îòêóäà x = 2.
â) Ïóñòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà m è n. Òîãäà èç ðåøåíèÿ
ï. à) ñëåäóåò, mn = 2m + 2n + 4, ÷òî ðàâíîñèëüíî (n – 2)(m –
– 2) = 8.
Ïîñêîëüêó m è n ïðåâîñõîäÿò 2, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ðàçëîæåíèé ÷èñëà 8 íà äâà íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãëè áûòü òîëüêî òàêèå, êàê

íà ðèñóíêå 7, ò.å. 4 × 6 èëè
3 × 10.
5. 250 984 615 2005 13¥ + = ¥ .
Ïðè Ë 7£  ëåâàÿ ÷àñòü íå
ïðåâîñõîäèò

250 800 1000 2010000¥ + = ,

à ïðàâàÿ íå ìåíüøå
250 102 204510¥ = .  Çíà÷èò,
Ë = 8 èëè 9.
Åñëè cnd 124≥ , òî ÷èñëî â
ïðàâîé ÷àñòè íå ìåíüøå

2005 124 248620¥ = ,

à â ëåâîé ÷àñòè – íå áîëüøå

250 987 1000 247750¥ + = .

Çíà÷èò, cnd 123£  è Ã = 1, à ïîòîìó Î = 0 èëè Î = 2.
Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè è ÷èñëî 250 äåëÿòñÿ íà 5, ïîýòîìó
ëèáî Ó = 5, ëèáî Ó = 0. Íî åñëè Ó = 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü îêàí-
÷èâàåòñÿ íóëåì è ïîòîìó ÷åòíà, à çíà÷èò, Ä ÷åòíî. Ïðè ýòîì
Î = 2 (òàê êàê O 0π ), è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Ä ðàâíî 4,
ò.å. cnd 124≥ . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, Ó = 5 è ïîòîìó Ä íå-
÷åòíî.
Äëÿ öèôðû Ä âîçìîæíû çíà÷åíèÿ Ä = 3, Ä = 7 è Ä = 9. Ïðè
äåëåíèè íà 50 ñëåâà áóäåò îñòàòîê 15 (òàê êàê Ã = 1 è
Ó = 5). Îí äîëæåí áûòü òàêèì æå ñïðàâà, îòêóäà Ä = 3.
Äîïóñòèì, ÷òî Î = 0. Òîãäà ñïðàâà ïîëó÷àåì 2005 103¥  =
= 206515, à çíà÷èò, öèôðà Ò ÷åòíà (èíà÷å â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ
ñëåâà íå ïîëó÷èòñÿ åäèíèöû). Ïðè ýòîì k 8≥ , E 2≥  (îñ-
òàëüíûå öèôðû çàíÿòû), è ëèáî M 6≥ , ëèáî Ì = 4 è T 6≥ ,
è ïðàâàÿ ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ëåâîé. Çíà÷èò, Î = 2.
Èìååì ÃÎÄ = 123. Ñëó÷àé Ë = 8 íå ãîäèòñÿ (ñëèøêîì ìàëî),
îñòàåòñÿ Ë = 9. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì E 8≥ , à òàê êàê
öèôðà 9 çàíÿòà, òî Å = 8. Äàëåå ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ò = 4 è
Ì = 6.
6. Ïóñòü x – ÷èñëî ëþäåé, âûøåäøèõ íà ìèòèíã. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, êàæäîé ðåôîðìîé íåäîâîëüíî ðîâíî 48 æèòåëåé, è
îáùåå ÷èñëî «íåäîâîëüñòâ» ðàâíî 48 5¥  = 240. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, êàæäûé âûøåäøèé íà ìèòèíã íåäîâîëåí õîòÿ áû òðåìÿ
ðåôîðìàìè. Ïîýòîìó 240 3x≥ , îòêóäà x £  80.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà íà ïëîùàäü âûéäåò ðîâíî 80 ÷åëî-
âåê. Âûáåðåì ñðåäè æèòåëåé îñòðîâà 80 ÷åëîâåê è ðàçîáüåì
èõ íà ïÿòü ãðóïï ïî 16 ÷åëîâåê. Ïóñòü ïðîòèâ ïåðâîé ðåôîð-

ìû âîçðàæàþò ëþäè èç ïåðâûõ òðåõ ãðóïï, ïðîòèâ âòîðîé –
ëþäè èç âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãðóïï, ïðîòèâ òðåòüåé –
èç òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ãðóïï, ïðîòèâ ÷åòâåðòîé – èç
÷åòâåðòîé, ïÿòîé è ïåðâîé ãðóïï, à ïðîòèâ ïÿòîé – èç ïÿòîé,
ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï. Ïðîòèâ êàæäîé ðåôîðìû âîçðàæàþò
ðîâíî 3 16¥  = 48 ÷åëîâåê, ò.å. óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî.
Íà ìèòèíã âûéäóò âñå âûáðàííûå 80 ÷åëîâåê.

Èçáðàííûå çàäà÷è ñòàðøèõ êëàññîâ

1. Ïóñòü ðàçðåç ïðîõîäèë âåðòèêàëüíî. Ïðîâåäåì âî âñåõ
êâàäðàòèêàõ 1 1¥  âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðå-
äèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
(ðèñ.8). Ïðè ñãèáàíèè ïî ëè-
íèÿì êëåòîê ýòè îòðåçêè íà-
êëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåçàþòñÿ
îíè è òîëüêî îíè. Íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó-
÷àåòñÿ 9 ÷àñòåé.
2. Òàê êàê AA¢  è BB¢  – âû-
ñîòû, òî òðåóãîëüíèêè AA B¢ ,

AB B¢ , CA H¢  è CB H¢  ïðÿìî-
óãîëüíûå (ðèñ. 9). Ïîñêîëüêó
ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ
ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà åå
ïîëîâèíå, òî

XA¢ = 1/2 AB = XB¢  è

YA¢ = 1/2 CH = YB¢ .

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè X
è Y ëåæàò íà ñåðåäèí-
íîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó A B¢ ¢ .
3. Åñëè ïîñëå âûêèäû-
âàíèÿ êàêèõ-òî äâóõ ñî-
ñåäíèõ ÷èñåë ñóììà îñ-
òàâøèõñÿ íå÷åòíà, òî èõ íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâ-
íîé ñóììîé. Åñëè æå òàêàÿ ñóììà âñåãäà ÷åòíà, òî ñóììû ëþ-
áûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òîãäà
÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç îäíî, èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Íî
òàê êàê íà êðóãå íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, òî âñå îíè îäè-
íàêîâîé ÷åòíîñòè.
Åñëè âñå ÷èñëà íå÷åòíû, òî ñóììà 2003 èç íèõ íå÷åòíà, è èõ
íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíîé ñóììîé. Åñëè æå âñå
÷èñëà ÷åòíû, òî óìåíüøèì êàæäîå èç íèõ âäâîå. Åñëè ñíîâà
âñå ÷èñëà ÷åòíû, òî ñíîâà óìåíüøèì èõ âäâîå, è ò.ä. Íà êà-
êîì-òî øàãå ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïî äîêàçàííîìó ìîæ-
íî òåïåðü âûêèíóòü äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ
íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíîé ñóììîé. Îñòàåòñÿ âû-
êèíóòü ñîîòâåòñòâóþùèå äâà ÷èñëà èç èñõîäíîãî íàáîðà ÷è-
ñåë.
4. Ðàçîáüåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà øåñòü ðàâ-
íûõ ÷àñòåé òî÷êàìè A, B, C, D, E è F. Ïðîâåäåì äóãó îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A ðàäèóñà AB îò òî÷êè B äî òî÷êè O
(ðèñ.10). Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå äóãè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ B,
C, D, E, F. Êàæäóþ èç ïîëó÷åííûõ 6 ÷àñòåé êðóãà ðàçîáüåì
íà äâå ðàâíûå ÷àñòè îäíèì èç ñïîñîáîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðè-
ñóíêå.
Êîììåíòàðèé. Äàííàÿ çàäà÷à ïðèîòêðûâàåò äâåðü â âîëøåá-
íûé ìèð îòêðûòûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè. Óêàæåì
íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ âîçìîæíîãî èññëåäîâàíèÿ:
1) Êðóã ðàçäåëåí íà 12 ðàâíûõ ÷àñòåé òàê, ÷òî öåíòð ëåæèò
íà ãðàíèöå íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ ÷àñòåé. Âåðíî ëè, ÷òî ÷àñòè
ðàâíû ÷àñòÿì, ïîëó÷àþùèìñÿ ïðè îäíîì èç ðàçðåçàíèé, óêà-
çàííûõ â ðåøåíèè?
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2) Ïðè êàêèõ n êðóã ìîæíî ðàçäåëèòü íà n ðàâíûõ ÷àñòåé
òàê, ÷òîáû öåíòð ëåæàë íà ãðàíèöå íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ ÷à-
ñòåé? (Ïðèìåð èçâåñòåí ëèøü ïðè n âèäà 6k, 2k ≥ ; íåäàâíî
À.Êàíåëü-Áåëîâ äîêàçàë, ÷òî ïðè n = 2 òàêîå äåëåíèå íåâîç-
ìîæíî.)
3) Êðóã ðàçäåëåí íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé. Âåðíî ëè, ÷òî
äèàìåòð êàæäîé èç ÷àñòåé (íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó
åå òî÷êàìè) íå ìåíüøå ðàäèóñà êðóãà?
4) Ìîæíî ëè ðàçäåëèòü êðóã íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé
òàê, ÷òîáû öåíòð êðóãà ëåæàë ñòðîãî âíóòðè (íå íà ãðàíèöå)
îäíîé èç ÷àñòåé? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íå èçâåñòåí íå òîëüêî
äëÿ êðóãà, íî è äëÿ ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ïðè n > 4.
5) Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ìîæíî ïîñòàâèòü ïðî øàð â ïðî-
ñòðàíñòâå. Òàì íå èçâåñòíî íè îäíîãî îòâåòà (â òîì ÷èñëå è
íà âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé ïîñòàâëåííîìó íà îëèìïèàäå).
5. Âîçüìåì ÷èñëà 1, 2 è 3. Ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ
íà òðåòüå, ïðè÷åì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî ñóììå äâóõ äðó-
ãèõ. Äîáàâèì ê ýòèì ÷èñëàì åùå îäíî – èõ ñóììó. Çàòåì ê
ïîëó÷åííîìó íàáîðó äîáàâèì åãî ñóììó è ò.ä. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå êàæäîå èç ÷èñåë íàáîðà äåëèò ñóì-
ìó îñòàëüíûõ. Ïðîäåëàâ îïèñàííóþ îïåðàöèþ íóæíîå êîëè-
÷åñòâî ðàç, ïîëó÷èì èñêîìûé íàáîð: 1, 2, 3, 6, 12, 24,...

..., 2003
3 2¥ .

6. Ïóñòü 2O  – öåíòð îêðóæíîñòè 2ω  (ðèñ.11). Òàê êàê ïðî-
âåäåííûå èç òî÷êè C êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè 2ω  ðàâíû,
òî 2 2O CA O CB– = – . Ïîñêîëüêó ýòè óãëû âïèñàíû â îêðóæ-
íîñòü 1ω , òî ðàâíû åå äóãè 2AO  è 2O B  è ñòÿãèâàþùèå èõ
õîðäû. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó
îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ.
7. Íåò. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
20000 è 1/10000. Åãî ïëîùàäü ðàâíà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà 1000 ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëî-
æèòü êâàäðàò. Òîãäà ñòîðîíà ýòîãî êâàäðàòà ðàâíà 1. Ðàçîáü-

åì êàòåò äëèíû 20000 íà 1000 ðàâíûõ îòðåçêîâ òî÷êàìè

0 1 1000, , ,A A A… . Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-íèáóäü äâå èç
ýòèõ òî÷åê ïîïàäóò â îäíó ÷àñòü. Íî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáû-
ìè äâóìÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ òî÷åê íå ìåíüøå 20, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè êâàäðàòà íå ïðåâîñõîäèò 2  –
ïðîòèâîðå÷èå.
Êîììåíòàðèé. Â 1807 ãîäó âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Â.Áîéÿè
(Bolyai) äîêàçàë óäèâèòåëüíóþ òåîðåìó: ëþáûå äâà ìíîãî-
óãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè ðàâíîñîñòàâëåííû (ò.å. îäèí ìîæ-
íî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñîáðàòü èç íèõ âòîðîé).
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü, êàêîå ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé òðåáóåòñÿ äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ? Äàííàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò íåòðèâèàëüíîñòü
âîïðîñà – äàæå äëÿ òðåóãîëüíèêà è êâàäðàòà êîëè÷åñòâî ÷àñ-
òåé çàðàíåå íåîãðàíè÷åííî.
8. Òàê êàê ó Ñåíè è Æåíè ïîëó÷èëèñü îäèíàêîâûå ÷èñëà, òî
öèôðà, íå âûïèñàííàÿ Ñåíåé, ñîâïàäàåò ñ öèôðîé, íå âûïè-
ñàííîé Æåíåé.
Ïóñòü ìåæäó òî÷êàìè íà îêðóæíîñòè, ñ êîòîðûõ Ñåíÿ è
Æåíÿ íà÷èíàëè âûïèñûâàòü ñâîè ÷èñëà, ðàñïîëîæåíà k — 1
öèôðà. Òîãäà èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîâîðîò îêðóæíîñòè
íà k öèôð ñîâìåùàåò êàæäóþ öèôðó ñ ðàâíîé åé. Ïóñòü m –
íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ðàçäåëèì n
íà m ñ îñòàòêîì: n m q r= ¥ + . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîâîðîò íà
r öèôð òîæå ïåðåâîäèò êàæäóþ öèôðó â ðàâíóþ åé. Òàê êàê
r < m, òî r = 0, ò.å. n äåëèòñÿ íà m.
Òåïåðü Ñåíÿ è Æåíÿ ìîãóò ðàçðåçàòü îêðóæíîñòü íà äóãè, ñî-
äåðæàùèå ïî m öèôð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàïèñàííûå íà äó-
ãàõ öèôðû áóäóò îáðàçîâûâàòü îäèíàêîâûå ÷èñëà.
Êîììåíòàðèé. Â îñíîâå çàäà÷è ëåæèò ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü äàíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ìèíèìàëü-
íûì ïåðèîäîì n, â êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ó÷àñ-
òêà äëèíû n – 1. Òîãäà èõ íà÷àëüíûå ñèìâîëû íàõîäÿòñÿ íà
ðàññòîÿíèè, êðàòíîì n.
9. Äà, ñóùåñòâóåò. Ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî òðè óãëà
ïî 45°, à ÷åòâåðòûé 225° (òîãäà òàíãåíñû âñåõ åãî óãëîâ ðàâ-
íû 1).
Êîììåíòàðèé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è îïðåäå-
ëÿåò óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îäíîçíà÷íî.
10. Ïóñòü òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû ( )( )1 1,x P x  è ( )( )2 2,x P x ,
ãäå 1 2x xπ . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî

( ) ( ) ( )( )
22

1 2 1 2x x P x P x- + - =
( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1
P x P x

x x
x x

Ê ˆ-
= - + Á ˜-Ë ¯

.

Ïîñêîëüêó 1 2
n nx x-  ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà

1 2x x- , à êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ( )P x  öåëûå, òî

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2m P x P x x x= - -  – öåëîå ÷èñëî. Èç ôîðìóëû äëÿ

ðàññòîÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 2
1m +  ðàöèîíàëüíîå, à çíà-

÷èò, è öåëîå (êàê êîðåíü èç öåëîãî). Ïîñêîëüêó ÷èñëî âèäà
2

1m +  ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì òîëüêî ïðè m = 0, òî

( ) ( )1 2P x P x= , ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

11. Íåò, íå âñåãäà. Âîò êîíòðïðèìåð. Ïóñòü â êîðîáêó
2 2 3¥ ¥  ïîìåùåíû äâà áðóñêà 1 2 3¥ ¥ . Íåìíîãî óìåíüøèì
ó îäíîãî èç íèõ èçìåðåíèå äëèíû 3, à ó äðóãîãî – èçìåðåíèå
äëèíû 2. Òàê êàê ó âòîðîãî áðóñêà îäíî èçìåðåíèå ðàâíî 3,
âûñîòó êîðîáêè óìåíüøèòü íåëüçÿ. Òàê êàê âûñîòû îáîèõ
áðóñêîâ áîëüøå 2, èõ ìîæíî ñòàâèòü â êîðîáêó òîëüêî âåðòè-
êàëüíî. ßñíî, ÷òî èçìåíèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áðóñêîâ
íåëüçÿ. Ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû êîðîáêè òàêæå
íåëüçÿ óìåíüøèòü.
Âûÿñíèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, èçìåíèòñÿ ëè îòâåò â çàäà÷å, åñëè
ó êàæäîãî áðóñêà óìåíüøàþòñÿ äâà èçìåðåíèÿ èç òðåõ.
12. à) Òàê êàê 200 > 27, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå:
åñëè ÷èñëî öâåòîâ n, à ÷èñëî òî÷åê íå ìåíüøå 2n , òî ïåðâûé
èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11



Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî äîêàçàíî äëÿ
n – 1 öâåòà, äîêàæåì åãî äëÿ n. Ðàçîáüåì òî÷êè íà äâà ìíîæå-
ñòâà, ñîñòîÿùèå íå ìåíåå ÷åì èç 12n-  òî÷åê êàæäîå. Â êàæäîì
èç ìíîæåñòâ ïîêðàñèì îòðåçêè â n – 1 öâåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷-
êè èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ, ïîêðàñèì îñòàâøèìñÿ öâåòîì. Åñëè â
êàêîì-òî èç äâóõ ìíîæåñòâ íåò òî÷åê, ïîêðàøåííûõ â ïîñëå-
äíèé öâåò, òî èñêîìûé îòðåçîê ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Åñëè æå â îáîèõ ìíîæåñòâàõ åñòü òî÷êè ïîñëåäíåãî
öâåòà, òî ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê – èñêîìûé.
á) Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî óæå äëÿ 121 òî÷êè. Çàíó-
ìåðóåì òî÷êè ïàðàìè ÷èñåë (a, b), ãäå a è b – ÷èñëà îò 1 äî

11. Ïðè k = 0,...,9 îòðåçêè ìåæäó òî÷êàìè âèäà ( )1 1,a b  è

( )2 2,a b , ãäå ( ) ( )2 1 2 1 11a a k b b- - - � , ïîêðàñèì öâåòîì k + 1.
Åñëè äâå òî÷êè ñîåäèíåíû ñ òðåòüåé îòðåçêàìè íåêîòîðîãî
öâåòà, òî ìåæäó ñîáîé îíè ñîåäèíåíû îòðåçêîì òîãî æå öâåòà.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ 1 1 2, ,a b b  ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî 2a  òà-
êîå, ÷òî îòðåçîê ìåæäó ( )1 1,a b  è ( )2 2,a b  ïîêðàøåí â äàííûé
öâåò. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî öâåòà òî÷êè ðàçáèâàþòñÿ íà 11
ìíîæåñòâ ïî 11 òî÷åê, âñå îòðåçêè ìåæäó êîòîðûìè ïîêðàøå-
íû â äàííûé öâåò. Òåïåðü ïîêðàñèì îñòàâøèåñÿ îòðåçêè ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì. Êàê áû âòîðîé èãðîê íè ïîêðàñèë òî÷êè,
íàéäóòñÿ 12 òî÷åê îäíîãî öâåòà.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå íà 11 ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòî-
ìó öâåòó. Íàéäóòñÿ äâå òî÷êè, ïîïàâøèå â îäíî ìíîæåñòâî.
Ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê – èñêîìûé.
13. Ðàññìîòðèì íà äîñêå «áîëüøîé» êëåò÷àòûé êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé 105 è ðàçîáüåì åãî íà 25 «ìàëûõ» êâàäðàòîâ 21 21¥ .
Öåíòð çàíóìåðîâàííîé êëåòêè, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè
ìåíåå 10 îò öåíòðà íåêîòîðîãî ìàëîãî êâàäðàòà, îáÿçàí íàõî-
äèòüñÿ â ýòîì ìàëîì êâàäðàòå, ïîýòîìó íàéäåòñÿ õîòÿ áû 25
êëåòîê ñ ÷èñëàìè. Íàèìåíüøåå èç íèõ îòëè÷àåòñÿ îò íàèáîëü-
øåãî áîëåå ÷åì íà 23. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâå êëåòêè íàõîäÿòñÿ
íà ðàññòîÿíèè ìåíåå 150, ïîñêîëüêó ëåæàò â êâàäðàòå
105 105¥ .
14. Åñëè ABCD – âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî îí ïåðåé-
äåò â ðàâíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê çà òðè îïåðàöèè. Ëþáîé äîïó-
ñòèìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïåðåéäåò â ðàâíûé åìó ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê çà 6 îïåðàöèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì, à 1 2 8, , ,α α α…  – óãëû, îáðàçî-
âàííûå ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà a,b,c,d ñ îòðåçêàìè AO,
BO, CO, DO (ðèñ. 12). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðèìåíå-
íèè îïåðàöèè ê ÷åòûðåõóãîëüíèêó òî÷êà O îñòàåòñÿ íà ìåñòå,
ñòîðîíû ðàñïîëàãàþòñÿ â òàêîì ïîðÿäêå: d, b, c, a, è ê íèì
ñîîòâåòñòâåííî ïðèìûêàþò óãëû 8α  è 7 3,α α  è 4 5,α α  è

6 2,α α  è 1α , òàê ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê îñòàåòñÿ âûïóêëûì.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðåõ îïåðàöèé ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
îïÿòü ñòîÿò â èñõîäíîì ïîðÿäêå: a, b, c, d, à óãëû ðàñïîëî-
æåíû êàê íà ðèñóíêå 13.
Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé, òî O – öåíòð îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, 1 4 2 3α α α α+ = + , 6 7 5 8α α α α+ = + , è çà
3 îïåðàöèè ÷åòûðåõóãîëüíèê ïåðåéäåò â ðàâíûé åìó.
Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîñëå 6 îïåðàöèé
ñòîðîíû è óãëû îïÿòü ðàñïîëîæåíû â ïðåæíåì ïîðÿäêå (ñì.
ðèñ. 12).

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñðàçó îãîâîðèòü, ÷òî äîïóñòèìûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê – âïèñàííûé, òî äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé ïóíêò çàäà÷è
äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïî-
ñêîëüêó âïèñàííûé â äàííóþ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíàìè è ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ
ñòîðîí.
15. Ïóñòü îñòàëîñü 1k ≥  íåðàçãàäàííûõ òî÷åê ,1 ,, ,k k kc c… .
Íà÷åðòèì íà ëèñòå áóìàãè îòðåçîê ïðÿìîé l, íå ïåðåñåêàþ-
ùèé îòìå÷åííûé êðóã. Íà ýòîì îòðåçêå óêàæåì òàêèå k + 1
òî÷åê ,1 , 1, ,k k ka a

+
… , ÷òî ,k ja  ëåæèò ñòðîãî ìåæäó , 1k ja

-
 è

, 1k ja
+

 äëÿ âñåõ j = 2,..., k.
Ïóñòü Ìèøà íàçâàë äëÿ ýòèõ òî÷åê ðàññòîÿíèÿ ,1 , 1, ,k k kd d

+
…

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåì ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òî÷êè

, 1k jb
+

 (j = 1,..., k), êîòîðûå ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó îò l, ÷òî
è îòìå÷åííûé êðóã, è îòñòîÿò îò ,k ja  è , 1k ja

+
 íà ðàññòîÿ-

íèÿ ,k jd  è , 1k jd
+

 ñîîòâåòñòâåííî (òå èíäåêñû j, äëÿ êîòîðûõ
ýòî íåâîçìîæíî, ìû ïðîïóñêàåì).
Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäóòñÿ äâå òî÷êè ,k ja  è ,k ma , äëÿ
êîòîðûõ áëèæàéøåé èç íåðàçãàäàííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíà è òà æå
òî÷êà ,k ic . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç îòðåç-
êà [ ,k ja ; ,k ma ], è â ÷àñòíîñòè äëÿ , 1k ja

+
, òî÷êà ,k ic  òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ áëèæàéøåé èç íåðàçãàäàííûõ. Òîãäà ,k ic  ñîâïàäàåò ñ

, 1k jb
+

. Òàêèì îáðàçîì, íå áîëåå ÷åì çà 2k + 1 ïîïûòêó ìîæíî
ðàçãàäàòü îäíó èç íåðàçãàäàííûõ òî÷åê.
Ïðè n = 1 åäèíñòâåííàÿ íåðàçãàäàííàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ

îïèñàííûì ñïîñîáîì çà ( )
2

3 1n< +  ïîïûòêè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî n – 1 íåðàçãàäàííûõ òî÷åê ìîæíî ðàçãàäàòü ìåíåå ÷åì çà
n2 ïîïûòîê, è ïóñòü çàãàäàíî n òî÷åê. Ðàçãàäàåì îäíó èç íèõ
âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì íå áîëåå ÷åì çà 2n + 1 ïîïûòêè.
Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, âñå òî÷êè ìîãóò
áûòü ðàçãàäàíû ìåíåå ÷åì çà ( )

22 2 1 1n n n+ + = +  ïîïûòîê.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13
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ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. Íóæíî äîëèòü ñëîé æèäêîñòè âûñîòîé 3 ñì.
2. Ñì. òàáëèöó:

, Ct ∞ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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1 1 4,5 10  jëq CU -= = ◊ . 5. ( )1n U= -E .

Âòîðîé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ
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6. 1) 5 1 3 7 4 5 1 3 7 2 0x x x x- + - - + - - - - < ;

2) 4 5 1 3 7 5 1 3 7 2 0x x x x- - - - + - - - - < ;

3) 5 1 3 7 2 5 1 3 7 4 0x x x x- - - - + - + - - < ;

4) 3 7 5 1 2 5 1 3 7 4 0x x x x- - - + + - + - - < ;

5)–8) Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå â ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâà ê îä-
íîìó âèäó, äàëåå âîñïîëüçóéòåñü óïðàæíåíèåì 2 è óòâåðæäå-
íèÿìè 4 è 5.

7. 1) )6;È •Î ; 2) ( { } [ ); 6 0 1 4;˘-• •˚ ∪ ∪ ;

3) { } [ )1 3;- •∪ ; 4) ( ) ( )3; 3 12;- •∪ ;

5) { }
5 33 5 33

; 1 ;
2 2

Ê ˘ È ˆ- +
-• •˙ ÍÁ ˜Ë ¯˙ Í˚ Î

∪ ∪ ;

6) { }
7 33

; 3 2
2

È ˘- -
- -Í ˙

Í ˙Î ˚
∪ .

8. 1) ( ) ( ); 6 0;-• - •∪ ; 2) { } [ ]1 2; 10∪ ;

3) ( );-• • ; 4) { }1- ; 5) 2x π .

9. ∆ .    10. [ ]6 3; 2p p+ -  ïðè 1p £ - ; ∆  ïðè 1 0p- < < .

11. Óêàçàíèå. Â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ( ),u v  ïîñòðîéòå,
íàïðèìåð, äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñòà òî÷åê: íåðàâåíñòâà

2 6 0v u u+ + - £  è ñèñòåìû

( )

( )

( )

( )

2 6 0,

2 6 0,

2 6 0,

2 6 0

v u u

v u u

v u u

v u u

+ + - £Ï
Ô

- - - £Ô
Ì
- + + - £Ô

Ô- - - - £Ó
è óñòàíîâèòå ïðè÷èíû èõ íåñîâïàäåíèÿ.


